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Let V be a complete discrete valued ring of mixed characteristic (0,p), K its field of fractions, k its residue field 
which is supposed to be perfect. Let X be a separated ^-scheme of finite type and Y be an open subscheme of X. 
We construct the category F-D^ vhoi {D^y x y K ) of overholonomy type over (Y,X)/K. We check that these categories 
(^-^ ■ satisfy a formalism of Grothendieck' s six operations. 
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Introduction 



Soit V un anneau de valuation discrete complet d'inegales caracteristiques (0,p), de corps residuel parfait k, de corps 
des fractions K. Soit (Y,X) un couple, i.e. soit Y C X une immersion ouverte de fc-varietes (i.e. de £-schemas de 
type fini). S'il existe un cadre de la forme (Y,X,7) , i.e. s'il existe CP un V-schema formel (pour la topologie p-adique) 
separe lisse et X <-} T une immersion fermee, on note alors F-D°^. , (Y, X , CP /K) la sous-categorie pleine de la categorie 
derivee des F-complexes surholonomes de Dtp Q-modules (toujours a gauche par defaut) a cohomologie bornee dont 

les objets sont les F-complexes £ tels qu'il existe un isomorphisme de la forme BTy (£) £. On a deja verifie que 
Ton dispose d'un formalisme des six operations de Grothendieck sur ce type de categories (voir notamment [Car09] et 
IICT12 I). Nous expliquons dans ce papier comment etendre la construction de ce genre de categories sans l'hypothese 
de l'existence d'un cadre englobant le couple (Y,X). La categorie ainsi construite sera notee F-D^ mhol (T)^ Y x y K )- 
Nous etendons ensuite naturellement le formalisme des six operations de Grothendieck sur les categories de la forme 

F ' D suTho\('^ ) (Y,X)/Ky 
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Precisons a present le contenu de ce papier. Dans le premier chapitre, nous donnons quelques rappels, definitions 
et proprietes sur les categories definies sur les cadres. Dans le second chapitre, en nous inspirant du precede utilise 
en cohomologie rigide (voir BLS07I0 . nous construisons la categorie notee F-D^ m , oh (T)t Y ^ x y K ) des complexes de type 
surcoherent sur le couple (Y,X). Puis, dans le chapitre qui suit, on construit la categorie des modules de type sur- 
coherent et celle des isocristaux surconvergents. Dans le quatrieme chapitre, nous definissons naturellement l'image 
inverse extraordinaire, et le produit tensoriel. La construction de l'image directe est plus delicate : on parvient a la 
definir pour un morphisme realisable de couples (e.g. si le morphisme X' — > X est propre et le morphisme induit 
Y' — >• Y est quasi-projectif ou si le morphisme de couples se prolonge en un morphisme de cadres). Dans le cin- 
quieme chapitre, nous nous interessons ensuite a l'independance par rapport a X de la categorie F-D^ UICoh ( r D^ Y x y K )- 
II manque cependant la stabilite par foncteur dual. Cela nous amene a introduire dans le sixieme chapitre une ca- 
tegorie de type dual surcoherent notee F-D^ mcoh (D^ Y x y K )* qui verifie les proprietes duales de celles des com- 
plexes de type surcoherent : on dispose sur les categories de la forme F -D^ mcoh (T)^ Y x)/k)* ^ es °P6 ra ti° ns images 
inverses, images directes extraordinaires par un morphisme realisable ainsi que du produit tensoriel tordu (on pour- 
rait aussi dire "dualise"). On beneficie de plus de l'isomorphisme quasiment tautologique induit par le foncteur dual 
^>(Y,X)/K- F-D^ mcoh (T)Lj [ ,, K ) —> F-D^ urcoh (D^ YX y K )*. Pour obtenir la stabilite par les six operations, on introduit 

dans le septieme chapitre la categorie notee F-D^ mhol ('D^y X y K ) ^ es com pl exe s de type surholonome sur (Y,X), qui 
est une sorte de recollement des categories de complexes de type surcoherent et de type dual surcoherent. Enfin, 
dans le dernier chapitre, nous adaptons toutes les constructions precedentes pour les A:-varietes au lieu des couples de 
£-varietes. 

Convention : Les V-schemas formels seront notes par des lettres calligraphiques, leur fibre speciale par la lettre 
droite associee. Les £-schemas sont toujours reduits. 

1 Operations cohomologiques sur les cadres 

Definition 1.1. On definit respectivement la categorie des « of-cadres » et celle des « li-cadres localement propre » de 
la maniere suivante. 

1 . Un of-cadre est la donnee d'un V-schema formel separe et lisse CP, d'une immersion ouverte de £-schemas Y cX, 
d'une immersion fermee X <^-» CP, d'un diviseur T de P tel que Y = X \ T. On note (CP, T,X,Y) un tel <f -cadre. 

Un morphisme de cZ-cadres (f,a,b): (CP', T',X',Y') — > (y,T,X,Y) est un morphisme de V-schemas formels 
/: CP' — > CP induisant les morphismes a : X' — > X et b: Y' — > F. 

2. Un of-cadre localement propre est la donnee d'une immersion ouverte de V-schemas formels lisses CP C Q avec 
Q propre, d'une immersion ouverte de fc-schemas Y cX, d'une immersion fermee X '-t CP, d'un diviseur T de P 
tel que Y = X \ T. On note (Q,CP, T,X,Y) un tel t/-cadre localement propre. 

Un morphisme de li-cadres localement propres (f,g,a,b) : (Of, CP', T',X',Y') —> (Q,'?,T,X,Y) est un morphisme 
de V-schemas formels / : Q' — > Q induisant les morphismes g : CP' — > CP, a : X' —> X et b : Y' — > Y. 

Definition 1.2. On definit respectivement la categorie des « cadres », des « cadres localement propres » et « cadres 
propres » de la maniere suivante. 

1. Un cadre est la donnee d'un V-schema formel separe lisse CP, d'une immersion ouverte de £-schemas Y C X et 
d'une immersion fermee X <—t CP. On note (Y,X, CP) un tel cadre. 

Un morphisme de cadres u — (b,a,f): (Y',X',y') — ¥ (Y,X,7) est un morphisme de V-schemas formels /: CP' — > 
CP induisant les morphismes a: X' — > X etb: Y' —>Y, 

2. Un cadre localement propre est la donnee d'une immersion ouverte de V-schemas formels lisses CP C Q avec Q 
propre, d'une immersion ouverte de £-schemas Y C X et d'une immersion fermee X =-> CP. On note (Y,X, CP, Q) 
un tel cadre localement propre . 

Un morphisme de cadres localement propres u — (b,a,g,f): (Y',X', CP', Q') — > (Y,X,V, Q) est un morphisme de 
V-schemas formels /: Q' — >• Q induisant les morphismes g : CP' — > CP, a : X' — > X et b : Y' — > Y. 
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3. Un cadre propre est la donnee d'un V-schema formel propre et lisse CP et d'une immersion Y CP. On note 
(y, CP) un tel cadre propre. Un morphisme de cadres propres u = (b,g) : (Y 1 , CP') — > (Y, CP) est un morphisme de 
V-schemas formels g: CP' — » CP induisant le morphisme b : Y' — > Y. 

Remarques 1.3. On dispose d'un foncteur canonique pleinement fidele de la categorie des af-cadres dans celle des 
cadres. La notion de cadre de |1.2| est mieux adapte aux complexes en general (voir par exemple |3~4l i. Pour les distinguer 
nous avons ajoute la precision « cZ-cadres » au lieu de « cadres » et nous avons inverser l'ordre de leur ecriture. 

Notations 1.4. On note (Lad la categorie des cadres localement propres et CaOp la categorie des cadres propres. On 
dispose du foncteur canonique pleinement fidele £adp — > CaO defini par (Y, CP) H> (Y,X,7, CP), ou X est F adherence de 
Y dans P. 

Notations 1.5. • Soit CP un V-schema formel lisse. On designe par F-D b UThol ( r Dy q) la sous-categorie pleine de 
F-D b (T)lp q) des F-complexes surholonomes (voir JCar09|). 

• Soit CP un V-schema formel lisse et Y un sous-schema de P. On note F-D b urhol (Y,y/K) la sous-categorie pleine 
de F-D b mhol (Dy q) des F-complexes £ tels qu'il existe un isomorphisme de la forme KTy (£) —t £. 

• Soit (Y,X,V) un cadre (resp. (Y,X,T,Q) un cadre localement propre). On note alors F-D h u±ol (Y,X,7/K) := 
F - D LUY, y/K) (resp. F-D b mhol (Y,X , CP, Q/K) := F-D b mhol (Y, V/K)). 

• Soit (Q,7,T,X,Y) (resp. (CP, T ,X ,Y)) un d-cadie localement propre (resp. un cZ-cadre). On noteF-Surhol^F/A") 
la categorie des F-Dy ^-module surholonome £ tels qu'il existe un isomorphisme de la forme ICTy (£) £. 
Onposera aussiF-Surhol(Q,CP,r,X,y) :=F-Surhol(CP,F//:) (resp. F-Surhol(CP, T,X,Y) := F-Smhol(y,Y/K). 

• Comme les proprietes de F-surholonomie et de F-surcoherence sont egales, on peut remplacer « surhol » par 
« surcoh » dans les notations ci-dessus sans changer la categorie. 

1.6. Soit (Y,X,y) un cadre . On note By le dual T> J, Q-lineaire (e.g., voir QVirOOl ou BBer02l ). On dispose du foncteur 
dual, note By.y : F-D b mhol {Y,X ,T/K) ->• F-D b ulhol (Y,X, T/K) defini en posant, pour tout objet £ E F-D b mhol (Y,X , T/K), 

By,y(£) :=MTjoD3,(£). 
On pourra simplement note By ce foncteur s'il n'y a pas d'ambiguite sur CP. 

Remarques 1.7. Soient (Y,X,7>) un cadre , £ e F-D^^Y^^/K) et Z un ferme de P tel que ZDX = X \ Y. Comme 
By(£) eF-D b mhol (X,X,y/K), comme les foncteurs ( t Z) etMT y sont canoniquement egaux sur F-D b mhol (X,X ,3>/K) 
(voir [; Car07l 3.2.1]), on obtient alors l'isomorphisme canonique Byy(£) ('Z) oDy(£). 

Lemme 1.8. Soit (Y,X, CP) un cadre . On dispose, pour tout £ 6 F -D b mhol (Y ,X ,y / K), de l'isomorphisme de bidualite : 

D w oD w (£) A£. (1.8.1) 

Demonstration. NotonsZ :=X\Y . Comme By oKT^oBy (£) est a support dans Z alors ( f Z) oDj o]RrJ,oBy(£) = 0. 
On en deduit le premier isomorphisme : 

By,yoBy >a >(£) = ( t Z)oBg 3 o( t Z)oBy(£) ( + Z) o By o By (£) ^ ( f Z)(£) £• 

□ 

1.9. Soit (Y,X,V) un cadre . D'apres |CirT2l , le bifoncteur q - [d Y/P ] : F-D^JVtp^) x F-D b u[h JVl Q ) -> 

F-D^ m . hol (D J, q) se factorise en le bifoncteur produit tensoriel que Ton notera 

-®0 ( ^ r : F-D b mhol (Y,X,y/K) x F-D b surho] (Y,X,V/K) ^ F-D b smhoi (Y,X,V/K). 
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1.10. SoitM = (b,a,f): (Y',X',7') -> (Y,X,7) un morphisme de cadres . On definit le foncteur it : F -D\ mho[ {Y ,X ,7 / K) -> 
F-D^ mbol (Y',X','3"/K) image inverse extraordinaire par m en posant w :— IT^, o/ ! . On en deduit comme d'habitude 

le foncteur u+ : F-D b smhol (Y,X,7/K) -» F-Z)j? mhol (y',X^ image inverse par u en posant «+ := B Y ',y ou'o TD) Y ,y. 

On remarque que ces foncteurs ne dependent pas des fermes X et X 1 . 

1.11. Soit u = (b,a,f) : (Y',X', D 5 ') — > (F,Z,CP) un morphisme de cadres tel que a soit propre. On definit le foncteur 
u + : F-D\ mhoX (Y',X',y' /K) -)• F-D^ m . hol (y,X, image directe par u en posant m+ := /+. On definit le foncteur 
ur. F-D\ whol {Y' ,X' /K) -t F-D^ mho] (Y,X,7/K) image directe extraordinaire par u en posant u\ := Dy? o /+ o 
By/ y/ . On remarque que ces foncteurs ne dependent pas des fermes X et X' . 

1.12. Soient u = (b,a,g,f): (Y',X', 7' , Q') — > (Y,X, 7, Q) un morphisme de cadres localement propres et v = (b,a,g) 
le morphisme de cadres induits. Avec les notations de 11.51 On definit l'image inverse extraordinaire par u notee 
u -. F-D h smhol (Y,X,7,Q/K) ->■ F-D^ urhol (y',Z',a",Q7A') en posant w = v ! . De meme, on definit le foncteur image 
inverse par u en posant u + = v + . Lorsque a est propre, on dispose des image directe et image directe extraordinaire 
par u definis en posant u + = v + , u\ = vi. On remarque que ces foncteurs ne dependent pas des fermes X et X' ni de Q 
etQ'. 

Lemmel.13. Soient u = (b,a,g,f): (Y',X ! , 7',Q') ->■ (y,X,3>,Q) ef 9 = (d,c,i,h): (Y,X,7,Q) ->• (Y,X,7,Q) deux 
morphismes de cadres localement propres avec h lisse et c propre. Soient (Y 1 ,X' , 7',Q') '■= (Y x Y Y' ,X x x X' , 7 Xj 
T',Qxq Q') er 9' = (d\c',i',h r ): (Y r ,X r ,7' ,Qf) -> (y',X',T',Q'), « = (b,d,gj): (Y' ,X' ,7' ,Q') -> Q) /es 

projections canoniques. On dispose pour tout £ £ F-D^ h j(y, J'/X') rfe I'isomorphisme canonique 

u od+(£) ^B' + ou (£). (1.13.1) 

Demonstration. Par definition, 9' + om ! (£) = /' + oRT~ ; og ! (£). Grace a I'isomorphisme de changement de base com- 
mutant a Frobenius (voir MAbelOl ). « ! o 9+ (£) = RT Y , og'oi + (£) RT y , o ^ o g- (£) /' + o KT~ , o g ! (£). 
Comme Krt(£) -A- £, on en deduit MT~ ,o^(£) g ! (£). Comme (T x g ,y')n(y x T 7') =?', il en resulte 
Krt x y; og ! (£) Rrl o ^ ! (£). D'ou le resultat. □ 

2 Categories de complexes de type surcoherent 

Definition 2.1. • La categorie, notee £p[, des couples (de £-varietes) a pour objets les couples (Y,X)/K avec X une 
A:-variete et Y est un ouvert de X et pour morphismes les morphismes de £-varietes a : X' — > X tels que a(Y') C Y. On 
notera (fo, a) : (Y',X') — ?> (y,X) un tel morphisme, ou b : Y' — > y designe le morphisme un induit par a. On dira qu'un 
morphisme (b,a) de Cpl est « complet » si a est propre. 

Definition 2.2. Soit (Y,X)/K un couple. On note ilni(Y,X /K) la categorie des cadres localement propres au-dessus de 
(Y,X). Unobjet de ilm(Y,X /K) est ainsi la donnee d'un cadre localement propre (Y',X', 7', Q') et d'un morphisme de 
Cpldelaforme (b,a): (Y',X') -> On notera (y',X',3",Q') ->■ un tel objet ou plus simplement par 

abus de notations (Y' ,X' ,7' ,Q'). Les morphismes ((y",X", J"', Q"), (b',af)) -> ((y',X',?',Q'), (M)) deilni(y,Z//sT) 
sont les morphismes de CaO de la forme t/ = (d,c,g,f): (Y",X",7", Q") -» (y',X', J", Q') tels que o (c/,c) = 
(*',«')• On pourra noter abusivement u : (Y",X",T", Q") ->■ (y',X',?',Q') un tel morphisme. 

La definition qui suit s' inspire fortement de la procedure analogue donnee en cohomologie rigide (voir HLS07I 
7.3.7]): 

Definition 2.3. Soit (Y,X)/K un couple. On definit la categorie F -D^ mcoh (1)^ Y x y K ) des complexes de type surcohe- 
rent sur (Y,X)/K de la maniere suivante : 

• Un objet est la donnee 

- d' une famille d' objets £ ( y/. X '.y,Q') de F-D* UICoh (Y',X',7',Q' /K), ou (Y',X', 9', Q') parcourt les objets de 
Uni(Y,X/K) ; 
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- pour toute fleche u : (Y",X",7", Q") -> (Y',X',7', Q') de iltti(Y,X/K), d'un isomorphisme 

(j)„: w ! (£(F',x',r : Q')) £(y",x",r",Q") 

dans F-D^ h (Y" ,X" , 7", Q"/K), ces isomorphismes verifiant la condition de cocycle : pour tous mor- 
phismes u : (Y",X", 7", Q") -> (y / ,X / ,3 3/ , Q') et v : (Y"',X"', 7"', Q'") -> (r",X", J"', Q") de ilni(F,X//sr), 
le diagramme 

v!o "'(^(S",r,0",Q')) — — v! (£(F",X",3"',Q")) (2.3.1) 

If. 

("°V)'(£(F/,X',0",Q')) *" £(F"',X"'.3"",Q"') 

soit commutatif. 

On notera de maniere elliptique (£(y'jc',3",q'),§u) une telle donnee. 

• Unmorphismea: {£(Y'.x'.y,Q')Au) ~^ (3 r (F'.x'.:P',Q')' V t / ») ^^~^sureoh(-^(rx)/*') est la donnee d'une famille de 
morphismes aw ^' ,y ,qm : £(f',x',3",q') ~~ > ^(Y' jc' ,y ,Q') de F-Dj^^y'j.X'', -P'' ^V^O te ^ e c l ue P our tout mor- 
phisme m: (Y",X",9", Q") -> (y',X',:P',Q') de Hm(y,X/,K) on aiti^oH^a^/^Q/)) = a {Y ".x" ,9",Q") °§h- 

Lemme 2.4. So/? (F,X,CP) wn cat/re. So/enf pr\ : (Y,X,7 x ?) -> ef pr 2 : x IP) -> (F,X,CP) fes mor- 

phismes induits respectivement par projection a gauche et a droite. Pour tout £ G F-D^ h (y,X, ^ 1^), on dispose de 
V isomorphisme canonique dans F-Dj 3 h (y,X ,7 x 7/K) de la forme : 

pr' 2 (Z) ^ pr\(Z). (2.4.1) 

Demonstration. Notons 8 = (id,id,d) : (Y,X, 7) — >• 3 x 3 ) le morphisme induit par l'immersion fermee diago- 
nale. Comme d'apres le theoremede Berthelot-Kashiwara le foncteur 8 ! = d ] est pleinement fidele swF-D^ h (Y,X,7 x 
7/K), il s'agit de valider un isomorphisme canonique de la forme 

5 ! op4(£) -A d'opr\(E), 

ce qui decoule de la transitivite des images inverses extraordinaires. □ 

Lemme 2.5. Soit u = (b,a,g,f): (Y,X' ,7',Q') — > (Y,X,7,Q) un morphisme de cadres localement propres tel que a 
soit propre et f soit lisse. 

1. On disposed 'isomorphismes canoniques de la forme u + ou' — > idetid — > w ou + . En particulier, lesfoncteurs 
u + et w induisent des equivalences quasi-inverses entre F-D ^^(Y ,X' , 7' , Q' /K) et F-D^ b (Y,X,7, Q/K). 

2. De plus, on dispose des isomorphismes canoniques u + — > u\ et u' — > u + . 

Demonstration. 0) Posons Z := X \ Y et Z! := g~ l (Z). Comme les foncteurs u + , u\, u ] et u + ne dependent pas de X\ 
on peut supposer que Y est dense dans X'. Comme a est propre, on en deduit alors Y = a~ l (Y). II en resulte X' CiZ' = 
X' \ Y. D'apres [L7l on obtient alors les isomorphismes canoniques Byjp/ —t {}Z') o Dy/ et Dy j> — -> ( T Z) o By. 

1) Comme a est propre, le morphisme u est le compose des morphismes de cadres localement propres (Y,X',7', Q') — > 
(Y,X' ,f~ l (7), Q') — > (Y,X, 7, Q). On se ramene ainsi a l'un de ces deux cas. Pour le premier cas, on dispose de l'iso- 
morphisme canonique w — > u + . Dans le second cas, comme g est alors propre, on beneficie de theoreme de dualite re- 
lative : u\ = (^oDyoj+o^oDj, -A- ^Z)oO y o^Z')og + oO v , -A ( f Z)oByo('Z')oI]> T ,og + -A g+=u + . 
II suffit alors de verifier le premier point du lemme, ce qui se verifie de maniere analogue a ICarl 11 4.2.3.4] : 

pour tout £ G F-D^ mcoh (Y,X ,7, Q/K) il existe Y = U,-=i r F, une af-stratification lisse de Y dans P au-dessus de 

laquelle £ se devisse en isocristaux surconvergents (voir les definitions et resultats de IICarl2l 4.1]). Comme / est 
lisse, alors Y = U, = i ... r Yj est aussi une (i-stratification lisse de Y dans P'. Afin d'obtenir Fisomorphisme cano- 
nique u + o m ! (£) £, on se ramene alors par devissage a la situation de llCarl II 4.2.3.3]. De meme, pour tout 
£' G F-D\ umoh {Y,X' , 7', Q'/K) il existe Y = U i= i...,. r Y! une ^-stratification lisse de Y dans P' au-dessus de laquelle £' se 
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devisse en isocristaux surconvergents. Quitte a retrecir cette stratification, onpeut en outre supposerque Y = U,=i r Y[ 

est une li-stratification lisse de Y dans P. Afin d'obtenir 1'isomorphisme canonique w o «+(£') — > £', on se ramene 
alors par devissage a la situation de ICarl II 4.2.3.3]. □ 

Proposition 2.6. Soit (Y,X, CP, Q) w« cadre localement propre . Le foncteur canonique de restriction ^-^s Urco h(^(yx)/.K:) 
F ~D\mco\Sy ^ ,Q / K) est une equivalence de categories. 

Demonstration. La preuve est analogue a celle de OLS07I 7.3.11] : on construit un foncteur canonique quasi-inverse 
de la maniere suivante. Soit £ 6 F -D\ mcoh (Y ,X , 9,Q/K). Pour tout objet (F',X"',?',Q') de Uni(Y,X/K), on pose 
pn ■ (Y',X', CP' xf.Q'xQ)^ (Y,X, CP, Q) et : (F',X", J" xT.Q'xQ)^ (F',X' 5 J", Q') les morphismes canoniques 
de SXni(Y,X/K). On obtient alors canoniquement un objet de F-D^ mcoh (Y' ,X' , y',Q'/K) en posant 

£(y,x',3",Q') := pr\+opr\{£). 

Soit u = (b,a,g,f): (Y",X",9",Q") -> (7',X',T',Q') un morphisme de Uni(Y,X/K). Notons prj : (Y",X",T" x 
CP',Q" x Q") -> (Y",X", CP", Q") et pr£: (y",X",CP" x CP,Q" xQ)^ (7,X,CP,Q) les morphismes canoniques et v = 
(6,a,g x /t/,/ x id) : (F",X", CP" x Q, Q" xQ)-> (F',X',CP' xQ.Q'x Q). On dispose de 1'isomorphisme canonique 

prj o u o pr\ + — > V o prj o pri + — » v - — > pr^ o pr 1+ o v . (2.6.1) 



Comme le foncteur pr'\ est pleinement fidele, on deduit de l2.6.1U 'isomorphisme canonique c„ : w o /?n+ — ^> /"^ + ° v ! 
tel que pr'l(c u ) soit egale au compose de |2.6.1| Ces isomorphismes c„ sont transitifs, i.e., si u! ': (Y"',X'", CP"', Q'") — 
(Y",X",7", Q") est un second morphisme de Uni() / ,X/A'), en notant /?r", pr^', v' les morphismes comme ci-dessus 
mais avec des primes en plus, on dispose alors du diagramme commutatif suivant 

(uou 1 )' o pr\ + >• pr'( + o (vov') (2.6.2) 

/II ~ /I / I ~ // /' I 
uouo pr\ + — j — u o pr l+ o v >- pr{ + ° V o v. 

u''oc u ' " c u'° v '' 

En effet, il suffit de verifier que l'image par pr" ] du diagramme 12.6.21 est commutatif. Pour cela, considerons le 
diagramme ci-dessous : 

//' / A' ^ //' // / /\' 

pr\ ■ o [u o uy o pri+ pr{- o pr 1+ o(vov )' 

/i /i i ~ /i /i / i /ii 

V o pr-y o w o pr\ + j j s- v o pr^ o pr l+ o y 



v' ! ov ! o pr\ o pr\+ == >■ v'' o v (v o v')', 



dont les isomorphismes non indiques sont induits par transitivite des foncteurs images inverses extraordinaires. Les 
carres du milieu a droite, en bas a gauche et le grand contour sont commutatifs par definition (voir l2.6.TI ). La commu- 
tativite des carres du milieu a gauche et en bas a droite est evidente. D'ou le resultat. 
On construit 1'isomorphisme (j)„ via la composition : 

<t>«: « ! (£(F',z',r,Q')) =u l opr 1+ opr2(£) ^ pr[ + o v ! o pr 2 {£.) pr[ + opr'l (£) = £(y» ) x",o"',Q'')- 
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Considerons le diagramme ci-dessous 



m' ! o w o pr\ + o pr^(£) — s- u' ] o pr' i+ o y ! o pr'j(E) s- m' ! °pr'i + ° pr'% (£) 



(m o «')• o pri + o /?rj(£) P'iV ° v '' v' o prj(£) ° v'' o prj' (£) 



/""'/+ ° (v o v 1 ) ■ o pr 2 (£) pr'[ + o pr£- (£) 



Le trapeze est commutatif d'apres [2.6.21 les carres aussi. La commutativite de ce diagramme signifie que les iso- 
morphismes (j)„ satisfont a la condition de cocycle. Notons alors p : F-D^ mcoh (Y,X, 7, Q/K) — > F-D b mcoh (T)^ YX y K ) le 
foncteur defini par £ M> (E^ Y ',x',y',Q')Au)- 

Verifions a present que p est canoniquement quasi-inverse du foncteur restriction note a: F-D b urcoh (Djy X y K ) — > 

F-D h smcoh (Y,X,y,Q/K). Soit £ G F-D^ mcoh (Y,X , 7, Q/K). Avec les notations ci-dessus utilisees avec (Y',X', 7',Q') = 
(Y,X, 7, Q), on obtient les isomorphismes canoniques : 



oco(3(£) = E(Y^,v,Q)=pn+opri(E)-^t n pn + opr{(S.) -A- £. 

12.4.11 

Reciproquement soit (3 r (F',x',o".Q')>¥«) G F-D b smcoh (D r {YX)/K ). Posons £ := a(3 r ( r / )X / i y/ >Q / ) ,(])„) = %,x,a\Q) et 

(£(j".x'.0",q') j^m) : = P ° a (£(}",x',0",Q')i ( l ) «) = P(£)- Comme le foncteur pr} est pleinement fidele, il existe un unique 
isomorphisme 

¥p n : 3V',x',:p',q') — ■> P r i+(3 r (y'^' J 3»x3',Q'xQ)) 
tel que pr\ (v|/p n ) soit F isomorphisme compose : 

P r l(vjL) : P r l(3 r (J",X',0 3 '.Q')) %',X',3"xJ.Q'xQ) — ► /""l °^""l + (3 : '(}",X',0"xa'.Q'xQ))- 



On obtient alors 1' isomorphisme : 

E( Y ',x',y,Q') -=pn+opri{E) 



, P r l+{^(Y' .X'. V'xV. Q'xQ)) *~ " ^(Y'.X'. 3", □')• (2.6.3) 



II reste a valider que la famille d' isomorphismes f2 . 6 . 3 1 commute au morphisme et l|/„, i.e. que le diagramme ci- 
dessous 



w ! o pn+ o pr^iE) 



« ! °P''l + (¥pr 2 ) 



" ! + (y'^C',3"x3 > ,Q'xQ)) 



pr 1+ ovopr 2 (£) ^^i+ov^y/^y/xy^Q/xQ)) 



M '(^(y',x',3",Q') 



(2.6.4) 



pr[ + op4(E) 



~{P'"'i + (¥v) 
' /""'l+(3 : '(F",X",3"'x3',Q"xQ)) 



■ Jiyti vii 'Vii 



{Y" ,X" ,V" x"S> ,Q" xQ) 



est commutatif. Les carres de gauche etant clairement commutatifs, il reste a verifier celui de droite. Or, on verifie que 
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le contour du diagramme ci-dessous 



pr' 1 ! o M ! o/?n + (3 r ( 



Y',X',9'xT,Q'xQ 



)) 



P r'-{c u ) (~ v- opr[ opr l+ (J {Y , x , p, xV >Q / xQ )) ■ 
P r i ° £""'1+ ° y! (3 r (y',x',a"xO',Q'xQ)) 



■i"i !o » ! (V^ 



',3",Q')J 



(2.6.5) 



v ''°/""i(%'.X' : 3",Q')) 

' v! (9 r (y',x',a"xa 3 ,Q'xQ)) 



pr'j oF'i+(%"^".3"'xf,Q»xQ)) — P r 'i'(3 r (}"',x",a 3 ",Q")) — ^r 5 *- v '(?'(y',x',a"xa 3 ,Q'xQ)) 
est 1' image par prf du carre de droite de !2.6.4l Comme le diagramme d. 6. 5l est commutatif, on en deduit le resultat. 



□ 



3 Modules surcoherents et isocristaux surcoherents 

Definition 3.1. Soit (Y,X)/K un couple. On note d-iini(Y,X /K) la categorie des of-cadres localement propres au- 
dessus de (Y,X). Un objet de d-Uxi\(Y,X /K) est ainsi la donnee d'un af-cadre localement propre (Q' ,7' ,T' ,X' ,Y') et 
d'un morphisme de Cpl de la forme (b,a) : (Y',X') ->■ (Y,X). On note (b,a) : (Q', 7', T',X',Y') -> (Y,X) un tel objet ou 
par abus de notations (Q' ,7' ,T' ,X' ,Y'). Les morphismes ((Q", 7", T",X",Y"), (b',a')) -> ((Q / ,J )/ ,7' / ,Z / ,F / ), (b,a)) 
de <i-itni(F,X/A') sont les morphismes (f,g,c,d): (Q" ,7" ,T" ,X" ,Y") -> (Q',J",r',X',y') de cadres localement 
propres tels que (6,a) o (</,c) = (b',a'). On peut abusivement noter u: (Q" ,7" ,T" ,X" ,Y") -» (Q',0",r',X',F') un 
tel morphisme. 

Notations 3.2. Soit (7,T,X,Y) un d-cadre tel que Y soit lisse. On note F-lsoc^ (7, T,X,Y) la sous-categorie pleine 
de F-Surhol(3 5 ,7',Z,y) des F-isocristaux surconvergents sur (7,T,X,Y), i.e. des objets dans l'image essentielle du 
foncteur sp x ^rp T ,. 

Lemme 3.3. Soit u — (f,a,b) : (7' , T',X',Y') — > (7, T,X,Y) un morphisme de d-cadres. 

1. SiY est lisse, le foncteur u[—dyi jy] est exact sur F-lsoc^ (7,T,X ,Y). 

2. Si b est lisse, alorsle foncteur u[—dyi /y] est exact sur F-S\nhol(7,T,X,Y). 

Demonstration. Comme T et T 1 sont des diviseurs, il suffit de le verifier en dehors de T' (via F argument bien connu 
de |Ber96b, 4.3.12]). De plus, comme cela est local, on peut supposer Y' lisse. Le lemme est alors immediat grace au 
theoreme de Berthelot-Kashiwara. □ 

Remarques 3.4. Le lemme [331 et faux pour les morphismes de cadres . Par exemple, si 7 — Ay et U est P prive de 
l'origine note O et u: (7,0,P,U) — > (7,<b,P,P) est le morphisme canonique. 



Definition 3.5. Grace au lemme [331 dans la definition de 12.31 en remplacant les categories de la forme F-D^ h par 
celles de la forme F-Isoc^, en remplacant ilni(F,X/,7if) par d-Uni(Y,X /K) et en remplacant les termes de la forme u' 
par u'[— dyn jyi], on construit la categorie F-Isoc^ (Y,X /K) des F-isocristaux surcoherents sur (Y,X)/K. 

Definition 3.6. Soit (Y,X)/K un couple. On note d-$av(Y,X /K) la sous-categorie pleine de d-i&ni(Y,X/K) dont les 
objets (Of, 7', T',X',Y') sont tels que la fleche structurale Y' — > Y soit une immersion ouverte. 

Grace au lemme 13.31 dans la definition de 12.31 en remplacant les categories de la forme F-D^ mcoh par celles de 
la forme F-Surcoh, en remplacant ilni(Y,X /K) par d-^at(Y,X /K), on construit la categorie F -Smcoh(Y ,X / K) des 
CD-modules arithmetiques surcoherents sur (Y,X)/K. 
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3.7. Soit (Q,J',T,X ,Y) un af-cadre localement propre. De maniere analogue a 12.61 les foncteurs canoniques de res- 
triction F-Isoc +t (7, F-lsoc n (Q,T,T,X,Y) etF-Sxucoh(Y,X/K) F-Smcoh(Q,y,T,X,Y) sont des equiva- 
lences de categories. Pour tout couple (Y,X) /K, on verifie de plus que F-Isoc ' * (Y,X/K) est une sous-categorie pleine 
de F-Smcoh(Y,X/K). 

4 Les trois operations cohomologiques pour les categories de complexes de 
type surcoherent 

4.1. Soit (Y,X)/K un couple. On definit le bifoncteur produit tensoriel 

en posant, pour tous objets £ = (£(Y',x>,y',Q')Au) et J = (%',x' :3 >',q'),v(/„) de F-D^JCDj^^) 

L . L . 

£ ®0 ( y )X)/Ji . 3! ' := ( £ (i".X'.3",Q')®0 (y , ;J> , ) %'.^",3",Q')[~ ,i l"/i']' 9 »)' 

ou pour tout morphisme m: (Y",X", CP", Q") -4 (Y r ,X r , CP', Q') deiXni(7,X/iT), 01, est 1'isomorphisme compose 



! L t ~ ! L t ! 

0„ : «■ (£(F',X',T',Q')® (y/ yl) 3 (Y',X',9',Q') [-dyi/y] ) > W (Zp'JC 1 , 3",Q') )® Q (y „ v iis U '^ {Y' ,X' ,9' ,Q') ) [-^y"/I 

L . 



4>«®iir„ £ ( r ''' z ''' :p ''^'')®o (r ,, :P ,, ) 3r (i'''^''.a'''.Q'')[- t/ i'7i']- 

4.2. Soit(fo,a): (r',X') — > (F,X)un morphisme de couples. Commeilm(y',X'/A') est une sous-categorie deilm(y,X//T), 
on dispose done du foncteur restriction ^-0^^(1)1,,^ ~~ ^ ^"^surcoh('^'(j" 1 ue ^' on notera (^ a )' et I 06 l' on 
appellera aussi image inverse extraordinaire par (b,a). Ce foncteur est clairement transitif : pour tout autre morphisme 
de couples de la forme (b',a') : (Y",X") — > (Y',X'), on beneficie de 1'isomorphisme canonique : 

(b',a') ] o(b,a)- -A- {bob\aoa') ] . (4.2.1) 

Definition 4.3. Soit (b,a) : (Y,X) — > (Y,X) un morphisme complet de couples. 

• On dit que (b,a) est strictement realisable si pour tout objet (Y',X ! , CP', Q') de U.ni(Y,X /K) il existe un objet de 
Uni(Y,X/K) de la forme (Y x Y Y',X x x X',J",Q'). 

• On dit que (b,a) est realisable si pour tout objet (F',X',CP',Q') de iim(Y,X /K) il existe un morphisme de 
couples de la forme (id,c): (Y XyY' ,X') — > (Y XyY',X x x X ! ) avec c propre et un objet de £a£) de la forme 
(Y x Y Y\X',y',Q'). 

Remarquons que quitte a considerer Q' x Q a la place de Q', on peut supposer qu'il existe un morphisme de la 
forme (b',a' oc,g',f): (Y x y Y',X',$',Q') -> (Y',X', CP', Q') avec/' lisse, CP' = f' 1 (CP') etoub' eta' sont les 
projections canoniques (en effet, comme a et c sont propres, alors a' oc aussi ; par consequent le plongement de 
X' dans CP' est ferme). 

Proposition 4.4. Soit (b,a) : (Y',X') — > (Y,X) un morphisme complet de couples. 

1. Si a est projectif alors (b,d) est strictement realisable. 

2. Si b est quasi-projectif, alors (b,a) est realisable. 

Demonstration. Lorsque a est projectif, il est immediat que (b,a) soit strictement realisable. Lorsque b est quasi- 
projectif, on reprend F argument technique invoque lors de la preuve du theoreme analogue en cohomologie rigide (i.e. 
[Ber96a, 2.3.5]) : grace au lemme de Chow precis de Gruson-Rayaud (voir MRG7 1 1 5.7.14]) : il existe un morphisme 
de couples (id,c): (Y',X") — > (Y',X') tel que c soit projectif et aoc soit projectif, ce qui entraine que (a,b) est 
realisable. □ 
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4.5 (Construction de l'image directe par un morphisme realisable de couples). Soit (b,a) : (Y,X) —> (Y,X) un mor- 
phisme realisable de couples (voir 14.3b . On definit le foncteur image directe par (b,a) de la maniere suivante. Soit 

£ = (£(?/^,y/,Q/)i?«) e ^SnwhC ]?^/*)- Pour tout objet VX,?',®') de iM{Y,X/K), choisissons un mor- 
phisme de couples de la forme (id,c): (Y XyY',X') — > (Y x Y Y' ,X XxX ! ) avec c propre tel qu'il existe un morphisme 
deiini(Y,X/K) de la forme (M)(r',x',;p',Q') := (b' ,a' oc,g' ,f): (Y x Y Y',X',y',Q') -> (Y',X', 3", Q') avec /' lisse et 
ou b' et a' sont les projections canoniques (il en existe au moins un d'apres POT l. On pose 

£(y',x',y',Q') := ( b i a )(Y'X,y>,Q')+{£(f XyY >x y yi y Qi))- 

D'apres HOI cet objet ne depend pas, a isomorphisme canonique pres, du choix d'un tel morphisme {b,a)(Y'jc',!pi,Q')- 
Pour toute fleche u: (Y",X", IP", Q") -4 (y',X',IP',Q') de Kni(y,X/iT), avecES quitte a changer {b, a) 
on peut choisir (M)(r";c'',:P'',Q") := (b",a",g",f"): (Y x Y Y",X' x x ,X",3" xy,T",Q' x Q /Q") -4 (Y",X",-J>",Q") 
egal a la projection canonique. Notons alors u: (Y x Y Y",X' x x ,X" ,y' x?/ ?",Q' x Q , Q") -> (Y X Y Y',X',9',Q') la 
projection canonique. On note <])„ Fisomorphisme compose : 

(j)„: « ! (£(y',x',3",Q')) = M ' ° ( b 'i a )(Y',X',S" ,Q') + (£ (y Xr y/ y ,Q')) a )(^^^'^y , ^Q")+ ° x y y',X'.y'.Q') ) 

"T* ( Z7 ' fl )(}'''^''.3 3 ''.Q'')+( £ (?x y F'',X'x ;f ,X'',a''x ; p,y" : Q'x Q ,Q")) = £ (J"' Q") • t 4 ' 5 ' 1 ) 

Le foncteur image directe par (b,a), note (i,fl)+ : ^-^ urcoh (D^ ? ) ->■ F-D^^X)^^), est d6fini en P osant 

(i,a)+(£^,^, y/ Q/))<|>H) := ( M! ( £ (r'.x'/J",Q'))' ( I ) «)- 

4.6. Soit (b,a): (Y',X') -4 et (b',a'): (Y",X") -4 (y',X') deux morphismes (resp. strictement) realisables de 

couples. Alors (bob', a oa') : : (Y",X") — > (y,X) est un morphisme (resp. strictement) realisable de couples. De plus, 
on beneficie de Fisomorphisme canonique de transitivite : 

(b,a)+o(b',a') + -A- [bob' ,aoa')+. (4.6.1) 

Proposition 4.7. Soit (b,a) : (Y',X') —¥ (Y,X) un morphisme de couples avec a propre et b un isomorphisme. Alors 
les foncteurs (b,a)' et (b,a) + induisent des equivalences canoniquement quasi-inverses entre F -D^ mcoh (D^ Y x y K ) et 

^~^surcoh(^(r'js:') /id- 
Demonstration. Grace au lemme de Chow precis de Gruson-Rayaud (voir HRG71I 5.7.14]), il existe un morphisme 
de couples (id,c): (Y',X") — >• (Y',X') tel que c soit projectif et aoc soit projectif. Par construction du foncteur 
(b,a) + decrite dans 14.51 on obtient alors (b,a) + — (b 1 aoc) + o (id,c)\ Quitte a decomposer (b,a) en (id, a) o (b,id), 
comme le cas ou a = id est evident, on se ramene a supposer b = id. II resulte alors du lemme [2751 que les foncteurs 
(id,c) + et (id,c)- (resp. (id,aoc) + et (id, aoc) ) induisent alors des equivalences quasi-inverses entre les categories 
F-D\ wm ^\ YX „ )/K ) etF-D^(Dj^ /)/JC ) (resp.F-D^^B^^^) *F-D\ mmk (Tf [YX)/K )). D'ouleresultat. □ 

5 Independance par rapport a la compactification partielle 

Definition 5.1. Notons S c c Fl(£p() (voir les notations de 12. 1 b le systeme multiplicatif a gauche des morphismes de 
la forme (id, a): (Y,X') — > (Y,X) avec a propre. D'apres [KS06] 7.1.16], on dispose alors de la categorie localisee 
Sc<£pl. Un morphisme u : (Y 1 ,X') — > (Y,X) de S~ l £pl est dit « complet » s'il existe un representant de u de la forme 
(Y',X') i — (y',Z') — > (Y,X) avec a propre. 

(id,c) (b,a) 

Remarques 5.2. • Soient (Y',X') et (Y,X) deux objets de £p[. On remarque que si u et v sont deux morphismes 
de £p[ tels que u,vou 6 S c alors v £ S c . On en deduit que Hom s -i g ^ |[ ((y',X'), (Y,X)) est la famille des couples 
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de fleches de la forme (Y',X') < — (Y',Z') — > (Y,X) avec c un morphisme propre quotiente par la relation 

(id,c) (b,a) 

d'equivalence suivante : deux telles paires de morphismes (Y'.X 1 ) < — (Y'.Z',) — > (Y.X) et (Y'.X 1 ) < — 

(id,c) (b.a) (id,c>) 

(Y',Z' 2 ) — > (Y,X) sont equivalentes s'il existe deux morphismes de S c de la forme (id,c\): (Y',Z') — > (Y',Z[) 

(b'.a') 

et (id,C2) ■ (Y',Z') — > (Y',Z' 2 ) tels que (id,c) o (id,c\) = (id,c') o (id,C2) et (b,a) o (id,c\) — (b' ,a') o (id,C2). 

• Pour verifier que cette relation est bien une relation d'equivalence, on peut se passer de l'axiome S4' de [KS06 
7.1.5] en la remplacant par la propriete que si (id,c\): (Y',Z[) — > (Y',Z') et (id,C2): (Y' ,Z' 2 ) — > (Y ! ,Z') sont 
deux morphismes de S c , alors on dispose du produit fibre (Y' ,Z[ XzZ 2 ) et des projections (id,p\): (Y 1 ' ,Z[ Xz 
Z 2 ) — s> (F'jZ'j) et (id,p2) ■ {Y',Z[ XzZ' 2 ) — > (Y',Z 2 ) qui sont aussi des morphismes de S c . 

• La composition d'un morphisme de Sz 1 £pl represente par (Y',X') < — (Y',Z') — > (Y,X) avec un second re- 

{id,c) (b,a) 

presente par (Y",X") < — (Y",Z") — > (Y'X 1 ) est le morphisme represente par (Y",X") < — (Y",Z"x x , 

(id.d) (b',a r ) (id^op) 

Z') — > (Y,X), ou p : Z" x X 'Z' — > Z" et q : Z" x X 'Z' — > Z' sont les morphismes canoniques. De meme, pour 

(bob',aoq) 

verifier que ceci est defini, on peut eviter d' avoir recours a l'axiome S4' de IIKS06I 7.1.5]. 

5.3. 1. Soit u: (Y\X') — > (Y,X) un morphisme de S7 l £pl. On remarque que grace au lemme de Chow precis de 
Gruson-Rayaud (voir HRG71I 5.7.14]), on peut supposer qu'un representant de u soit de la forme (Y' ,X') < — 

(id : c) 

(Y',Z') — > (Y,X) avec c un morphisme projectif. De plus, si u: (Y',X') (Y,X) est un isomorphisme de 

(M 

S^'Cpl, on peut choisir un tel representant avec a et c projectifs, b un isomorphisme de fc-varietes. 

2. On dispose dans S~ 'Cp I de produits fibres. Plus precisement, soient u: (Y',X') -> (Y,X) et v: (Y",X") ~¥ (Y,X) 
deux morphismes de S7 l £pl. Choisissons (Y'.X') < — (Y'.Z 1 ) — > (Y.X) et (Y" ,X") < — (Y",Z") — > (Y.X) 

' (id,c) (b,a) (id,d) (b'.a') 

des representants de u et v. Alors le produit fibre (Y" ,X") x ( Y .x) (Y',X') dans S~ l £pl est egal, a isomorphisme 
de S^'CpI canonique pres, a (Y" x Y Y',Z" x x Z'). 

Definition 5.4. • On note T c C Fl(CaO) (voir I2.lt le systeme multiplicatif a gauche des fleches de la forme 
(id,a,gj) : (Y,X', 3", Q') -> {Y,X, IP, Q) avec a propre (pour valider l'axiome S4' de MKS06I 7.1.5], on utilise 
IIRG71I 5.7.14] et !4.4b . On dispose alors de la categorie T c 7 l (£ad. Le foncteurcanonique de restriction CaO — > Cpl 
defini par (Y,X, 7,Q) ^ (Y,X) et (b,a,g,f) i-> (b,a) se factorise en le foncteurr: T L 7 l €ad SZ l <tpl 

• Soit (Y,X) /K un couple. On note U~ l ilni(Y,X/K) la categorie dont les objets sont les pairs ((Y',X', 7', Q'), u) 
ou (Y' ,X' , y' ,Q') est un cadre localement propre et oil u: (Y',X') — > (Y 7 X) est un morphisme de S~ l £pl. On 
pourra noter un tel objet par abus de notations u: (Y',X ! , y',Q') — > (Y,X) ou encore (Y' ,X' ,7' ,Q'). Un mor- 
phisme (Y",X", y",Q"), u') -> (Y' ,X' ,T' ,Q'), u) de t/ ( T 1 ilni(F,X /K) est un morphisme de T c 7 l £ai) de la forme 
: (Y",X", y", Q") ->■ (Y',X', 7', Q') au-dessus de (Y,X), i.e. tel que m or(<|>) = u'. 

5.5. Soit u: (Y',X', Q') — > (F,X,CP,Q) un morphisme de T^CaO. On definit canoniquement le fonceur u' de la 
maniere suivante. Si (Y',X', J", 2') < — (Y',X", J>", Q") — > (Y,X, 7, Q) est un representant de u, on pose » ! :=s + ov ! . 

S V 

Grace a 14.71 on verifie que cela ne depend pas, a isomorphisme canonique pres du choix du representant de u. De 
plus, si u' : (Y',X", 7", Q") — > (Y',X', 7', Q') est un morphisme de r^r'Coc), on dipose de l'isomorphisme canonique 

u o w — > [u o u y. 

Definition 5.6. Soit (Y,X)/K un couple. En remplagant respectivement dans la definition 12.31 les categories £p[ par 
S^&pl et Uni(Y,X/K) par U~ l iM.(J,X /K), grace aussi a|53] on definit la categorie F-D^ mcoh (T>^ Y x y K ) des com- 
plexes de type surcoherent sur (Y,X) /K. 

Proposition 5.7. Soit (Y,X)/K un couple. Le foncteur de restriction F -D^ mcoh (T), Y x y K ) — > F -D^ arcoh (T>J Y x y K ) est 
une equivalence de categories. 
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Demonstration. Construisons canoniquement un foncteur quasi-inverse. Soit (£(y'.x'.'P',q')Au) unobjet de la categorie 
^^surcohC^lrx)/*-)' Soit (( F '^'^'i2')) M ) un ob J et de U- x tixi\(Y,X/K). Choisissons un representant de it de la 
forme (Y' \X r ) < — (Y' \X') — > (Y,X) avec c projectif. D'apres l4~4l l. il existe un morphisme de (Lad de la forme 

(id,c) u 

{id,c,gj): (Y' ,X' ,7' ,Q') {Y' ,X' ,7' ,0.'). Onposealors £ fy , x t) := {id,c,g,f) + (£.^',x',y,Q'))- On verifie alors 



J (Y',x'X,Q r 



que Ton obtient bien un objet de F-D^ mcoh (T)J YX y K ). □ 



Definition 5.8. Soit u: (Y,X) — > (Y,X) un morphisme complet de S c €pl. On dit que u est « realisable » si pour 
tout objet (Y',X',y',Q') de U^UnifrX /K) il existe alors un isomorphisme de S^CpI de la forme (Y',X') 
(Y x Y Y',X x x X') et un objet de CaO de la forme (Y' ,X' ,J>' ,Q'). 

Lemme 5.9. Soit u: (Y 1 \X') —> (Y,X) un morphisme de CpL he morphisme u est realisable comme morphisme de £p[ 
si et seulement si u est realisable comme morphisme de S~ 'CpL 

Demonstration. Cela resulte aussitot de |4. 41 1. 15.31 1 et de |5.3| 2. □ 
Definition 5.10. Soit u : {Y',X') -> (Y,X) un morphisme de S^Qpl 

• On dispose du foncteur de restriction w : F-D^ mcoh (D^ Y x y K ) -)• F-D^ mcoh (T>^ Y , x ,y K ) dit image inverse extra- 
ordinaire par u. 

• Si u est realisable, on definit le foncteur u + : F-D^ UICoh (D^ Y , x ,y K ) — > F-D^ mcoh (D^ Y x y K ) image directe par u 
de maniere identique a 14. 51 

De plus, on dispose du produit tensoriel sur F-D^ mcoh (T)^ Y x y K )- 

6 Le foncteur dual, categorie de type dual surcoherent 

Definition 6.1. Soit (Y,X)/K un couple. On definit la categorie F-D^ mcoh (D^ Y x y K )* des complexes de type dual 
surcoherent sur (Y,X)/K de la maniere suivante : 

• Un objet est la donnee 

- d'une famille d'objets £ ( r,y,r,Q') de F-D b surcoh (Y',X',^',Q'/K), ou (Y',X',7', Q') parcourt les objets de 
iM(Y,X/K) ; 

- pourtoute fleche u: (Y",X", Q") -> (F',X", 3", Q') de Uni{Y,X/K), d'un isomorphisme 

(j)„: « + (£(F' i X',3".Q')) — ► £(y",x",0"',Q") 

dans F-D^ mcoh (Y" 7 X" , T", Q"/K), ces isomorphismes verifiant la condition de cocycle : pour tous mor- 
phismes u : {Y",X", IP", Q") -> (Y',X',V, Q') et v : (Y'",X'", 9"', Q'") -> 3"', Q") de ifaxi(F,X//sr), 

le diagramme 

v + °« + (£(r'jr'.:P',Q')) — v + (£(Y"jc'',v'', q«)) (6.1.1) 
(mo v) + (£ (y / x / ^ Q /)) *- £(Y'"jc>»,y"',Q"') 

soit commutatif. 

On notera de maniere elliptique (£(y',x',3",Q')i$u) une telle donnee. 

• Un morphisme a: {£-(y'.x'.V,q')Au) ~ * (3 r {Y>.x>.y,Q>),'Vu) deF-D^ mcoh (V^ YX y K ) est la donnee d'une famille de 

morphismes a^ Y ' .x' .3" ,Q') : £(F'.x'.3",Q') - ► ^(y .X'. J", Q') de F-D b mcoh (Y' ,X' ,Q' / K) telle que pour tout mor- 
phisme u: (Y",X",3>",Q") -> (F'',X',?',Q') deilnifcx/A") on ait V|i H oB + (a (rW f a /)) = a(y// )X » Q *) o 
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6.2. Soit {Y,X)/K un couple. On dispose du foncteur B [YX)/K : F-D b swmh {'D\ Y ^ /K ) -> F-D^JD^^)* d6fini 
par (£(f' i x',o".q')j ( I ) «) ^ (®f',o"(£(f'.x'.j".q'))j v I / h)' ou ¥« est l'isomorphisme compose : 

Vf u : m + (D f / i y(£(r',x' ,y,Q'))) — > EV'.y om! (£(f',x',o",q')) %",y"(^(y",x",y",Q"))- (6.2.1) 

By// v ii(<S)u) 

De meme, on dispose du foncteur ID) : f " fl surcoh(^(yx)/jc)* ^~^™rcoh(^(Yx)/A:) et de l'i somor phisme cano- 
nique de bidualite O(y.x) /k ° ^(y.x) /a: 

6.3. Soit (KjX)/^ un couple. On definit par dualite via l6.2l les trois operations cohomologiques duales sur les catego- 
ries de type duale surcoherent de celles sur les categories de type surcoherente. 

• Conformement aux notations de T. Abe (voir lAbelOl 5.8]), on notera le bifoncteur produit tensoriel tordu (on 
pourrait aussi dire dualise) de la maniere suivante : 

L 

_ ®®(YX)IK~ ' F~D S mcoh(1- > (j,X)/K ) X ^'^saicohV^ {Y,X)/k) ^ surcohi^ (Y,X)/K^ ' 

ce dernier etant defini en posant, pour tout £,Je ^ "^ ) sun:oh(^(yi)/A')*' 

^o TO ^ : = %*)/* (B ( Kx)/^(£)® t 0( ^ )/ ^(r.x)/^(?)) • 

• Soit u: (Y,X) — > (Y,X) un morphisme realisable de €pl. Le foncteur image directe extraordinaire par u, note 
»! : F-D h swcoh (^l m/K T F-D b smcoh (Vl m/K )*, est defini en posant, pour tout £ G F-D^ J2)J~ 

m.(£) :=© (FX)/x -o M+ o© (? ~ )/A: (£). 

• Soit u: (Y',X') — > (Y,X) un morphisme de €pl. On definit le foncteur image inverse en posant : u + 

^>(Y'X)/K ° u ' ° ^>(Y.X)/K- 

6.4. De maniere analogue a 15.61 on definit la categorie F-D b mcoh (T>^ YX y K )*. Toutes les proprietes de ce chapitre 

s'etendent naturellement a cette situation, i.e. il suffit de remplacerpartout « F-D^ h » par « F-D^ arcoh » et de rajouter 
des S" 1 . 

7 Le formalisme des six operations sur les categories de complexes de type 
surholonome sur les couples 

Definition 7.1. Soit (Y,X)/K un couple. On definit la categorie F-D b mhol ( r D^ YX y K ) des complexes de type sur- 
holonome sur (Y,X)/K de la maniere suivante : un objet est la donnee (£,?,£) oil £ 6 F -D^ mQdb (1)^ Y x y K ), 3 £ 
F-D b smcoh (1>l YX)/K )* ete: B {YX)/K (£) JestunisomorphismedeF-D^ rcoh (2)[ FX)/Jf )*. Unmorphisme (£',J',e') -)■ 
(£, J,e) est la donnee des morphismes /: £' -> £ de F-D^ oh (D[ yx)/Jf ) et g: J -> J' de ^-^rcoh^r.x)/*)* tels 
quegoe = e / oO (yjf)/Ar (/). 

7.2. Soit (Y,X)/K un couple. Les foncteurs F-Efi^V^^) -> ^holC^x)/*) et P-D^oiC^x)/*) "> 
^■^surcoh(-^(rx)/ir) definis respectivement par £ n> (£,B(y i x)/^(£),id) et (£,?,£) M> £ sont des equivalences quasi- 
inverses de categories. Cependant, contrairement a priori a F-D^ mcoh (D, YX y K ), on peut definir canoniquement le 
foncteur dual 

^(y,x)/k- F-D h saim (D^ YX y K ) F-D b ul . hol (1)^ YX y K ) 
en posant D( F x)/A:(£,3 r ,£) : = (®> (y jc) / k (3) ^(yjc)/k ou e ' est l'isomorphisme compose : 

e': » M/X oD M/if (J) -A- %,*)/*(£). 
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7.3. Soit (Y,X)/K un couple. On definit le bifoncteur produit tensoriel 

~®0(rJO/K~ : ^~ D surhol(^(KX)//f) x ^"^surholC^Jy^)/*:) ^ ^-^surholC^^X)/^) 

en posant, pour tous objets (£,SF,e), (£', J',e') de ^-^suAoiC"^^)/*:) : 

(£,3-,e)®j„ (£',5F',e') := (£®t, fi'.Sfct 5F',e"), 

ou e" est canoniquement isomorphe a ( e )®o M/x %,A-)/*( e ))■ 

7.4. Soit h: -> (Y,X) un morphisme de £p[. 

• On dispose du foncteur image inverse extraordinaire par u 

U : F-D smho \(T) ( Yx y K ) — > ^--Dsurholl-^J}"^')/*:) 

defini en posant, pour tout (£, J,e) de ^ , -^surhoi(^ , (yx)/«')' 

M ! (£,J,e) :=( M ! (£), M + (J),e'), 
ou e' est Fisomorphisme canoniquement isomorphe a w + (e). 

• Le foncteur image inverse par u u + : F-D\ mboX (T)^ YX y K ) -> ^-^surhoiC^fF'x'J/^) est de ^ ni en P°sant m+ : = 
HV,x')//f OM!oID) (iVf)/A:- 

7.5. Soit m: (Y',X') ->■ un morphisme realisable de £p[. 

• Le foncteur image directe par u 

u + : F '-D^ mhol (Dj Y , x ,y K ) ->■ F-D^ mhol (D^ YX y K ) 

est defini en posant, pour tout objet (£' ,3' ,z') de F -D^ mhol (T>^ Y x y K ), 

u+(£', J',e') := ( M+ (£ , ),M ! (J , ),e), 
ou e est Fisomorphisme canoniquement isomorphe a u\ (e'). 

• Le foncteur image directe extraordinaire par m 

mi: F-D^ mhol (D^ Y , x ,y K ) F-D^ mhol (Dj YX y K ) 
est defini en posant u\ :— B^ y .x)/k ou + ^ > (y'.x')/k- 

8 Le formalisme des six operations sur les categories de complexes de type 
surholonome sur les varietes 

Definition 8.1. On note Q3or la categorie des fc-varietes. Soit Y un objet de 23or. On definit Uni(Y/K), la categorie 
des cadres propres au-dessus de Y /K, de maniere analogue a iini(Y,X /K) en remplacant la categorie £pl par 9Jac et 
CaO par £adp. Un objet de ilni(Y /K) est ainsi la donnee d'un cadre propre (Y 1 ,7') et d'un morphisme de fe-varietes 
de la forme b: Y' -> F. On notera fr: (7', ?') — > Y un tel objet ou plus simplement par abus de notations (Y' ,T r ). 
Les morphismes ({Y" , ?"),b') ->■ ((y',3 5 ')^) de itni(y /£) sontles morphismes de cadres propres (c,/): (F",?") -> 
(Y', J") tels que o c = b' . On pourra noter abusivement u : (Y", V") — > (Y', J") un tel morphisme. 



14 



Definition 8.2. Soit Y une variete sur k. En remplacant respectivement dans la definition ^. 31 les categories £p[ par 
QJar et ilni(Y,X /K) par ilni(7 /K), on definit la categorie F -D^ UICoii (T> Y , K ) des complexes de type surcoherent sur 
Y/K. 

8.3. Soit (Y, CP) un cadre propre. De maniere analogue a 12.61 on verifie que le foncteur canonique de restriction 
F - D surcoh( 3 4/.s0 -> ^suicohCW*) est une equivalence de categories. 

Definition 8.4. • On note V c C Fl(£aOp) le systeme multiplicatif a gauche des fleches de la forme (id,g) : (Y, CP') — > 
(F,CP) (pour valider l'axiome S4' de IIKS06I 7.1.5], on utihse HRG71I 5.7.14] etg31l- On dispose alors de la ca- 
tegorie V c CaDp. Le foncteur canonique de restriction £af>p — > 2Jar defini par (F, CP) h- > Y et (b,g) >— > se 
factorise en le foncteur s : V~ l £ctop — > QJar. 

• Soit Y une variete. On note W c 7 1 ilni(l'/A') la categorie dont les objets sont ceux de iXni(Y/K) et dont les 
morphismes de la forme (F",CP"), u') -> (I",CP'), u) sont les morphismes <|): (7", IP") ->■ (F',CP') de V c 7 l £adp 
au-dessus de Y, i.e. tel que u o s((j)) = m'. 

• Comme pour |5.61 en remplacant respectivement dans la defini tion |8.2| la categorie et ilni(F / K) par W C T 'ilni(F /K), 
grace aussi a 15. 51 on definit la categorie F-D b mcoh (D Y ^ K ) des complexes de type surcoherent sur (Y,X)/K. De 

meme que pour l5.7l on verifie que le foncteur de restriction F-D b mcoh (T> Y ^ K ) — > F-D b mcoh (D Y ^ K ) est une equi- 
valence de categories. 

8.5. • Soit b: Y' — > Y un morphisme de A>varietes. Comme ilni(F' /K) est une sous-categorie de U.ni(Y/K), 
on dispose done du foncteur restriction F-D^ mcoh (T) Y , K ) — > F-D^ mcoh (D Y ,^ K ) que Ton notera b' et que Ton 
appellera aussi image inverse extraordinaire par b. 

• De maniere analogue a |4.1| on definit le bifoncteur produit tensoriel que Ton notera 

~®0 Y/K ~ : ^-^L-cohPr//?) xF - D sureoh( 2) y/ J s:) ^ F - D sureoh O^y/jr) • 

Definition 8.6. Soit b: 7 — s- 7 un morphisme de A:-varietes. On dira que b est realisable si pour tout objet (7', CP') de 
ilni(7 /K), il existe un objet de (CaOp de la forme (7 Xy 7'. CP'). Remarquons que, quitte a considerer CP' x CP a la place 
de CP', on peut supposer qu'il existe un morphisme de la forme (b',f ) : (Y Xy 7', CP') — > (Y' , CP') avec /' lisse et oil b' 
est la projection canonique. Si b: Y — > Y un morphisme realisable de A>varietes, alors, de maniere analogue a 14.51 on 
definit le foncteur image directe que Ton notera 

b + -F-Dl YCoh (Vl /K )^F-D b sumoh (Vl /K ). 

Remarques 8.7. Soit u = (b,a) : (Y 1 ,X r ) — > (Y,X) un morphisme de couples avec X etX' propres. Alors u est realisable 
si et seulement si b est realisable. En effet, cela resulte facilement de l4.4l l et |RG71 , 5.7.14]. 

Definition 8.8. Soit Y une variete sur k. Comme pour 16. II en remplacant les images inverses extraordinaires par les 
images inverses, on definit la categorie F -D^ m( . oh (D Y , K )* des complexes de type dual surcoherent sur Y. Le fonc- 
teur dual induit F equivalence canonique de categories B>y/k '■ F-D^ mcoh (D Y ^ K ) = F-D^ mcoh ( r D Y ^ K )* . On definit alors, 
comme pour l7.11 la categorie F-D b mhol (T> Y ^ K ) des complexes de type surholonome sur Y. 

8.9. Comme pour le chapitre precedent, on definit les six operations cohomogiques sur les categories de complexes 
de type surholonomes sur les A:-varietes. Pour toute variete Y, on note 'Oy/K '■ F-D b mhol (T> Y ^ K ) —> F-D^ mhol (D Y ^ K ) 

L j. — , 

le foncteur dual et ~®o yjK ~ l e bifoncteur produit tensoriel. Pour tout morphisme b: Y — > Y de £-varietes, on note b- 

l'image inverse extraordinaire et b + l'image inverse. Pour tout morphisme realisable b: 7 — > Y de A>varietes, on note 
b\ l'image directe extraordinaire et b + l'image directe. 
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8.10. • Soient (Y',X')/K et (Y,X)/K deux couples tels que X et X' soient propres. L' application canonique de restric- 
tion Hom 5 -i e . p[ ((F',X'), (Y,X)) Hoiri(Tj llc (F', Y) est alors une bijection. En effet, soit b: Y' — > Y un morphisme. 
Alors, Y' est une sous-variete de X' x X via le graphe de b. En notant Z' 1' adherence de Y' dans X' x X, on obtient alors 
le morphisme de S^'Cpt represente par (Y',X ! ) < — (Y',Z r ) — > (Y,X). D'oii la surjectivite. Soient deux morphismes 

(id,c) {b.a) 

de S^'Cpl represents respectivement par (Y'X 1 ) < — (Y'Z') — > (Y.X) et (Y'X 1 ) < — (Y'Z") — ► (Y.X). Posons 

(idx) (b,a) (id,c>) (bM') 

T := Z' x x > Z", p: T — »■ Z' et g: T — > Z" les projections canoniques, f := a o p et g := a' o q et T' := ker(/,g) et 
i: T' — > T l'immersion fermee canonique (on rappelle que ker(/,g) = T xj xX T, les deux morphismes T — > T x X 
etant donnes respectivement par le graphe de / et de g). On verifie alors que (Y',X') < — (Y',T') — > (Y,X) est 

(id,copoi) (b,aopoi) 

equivalent a ces deux morphismes qui sont par consequent egaux. 

• Soient (Y',X',y, Q') et (F,X,!P,Q) deux objets de r c _1 £ac) tels que X' et X soient propres. On a de meme 
Hom r - 1(£aB ((7',X',y',Q'), (Y,X,y,Q))=Ilom v - i€aVp ((Y',y), (Y,9)) =Hom so «(F', F). 

• On deduit des deux premiers points que les categories F-D^ mcoh ( r Dy^ K ) et F-D^ mcoh (D^ Y x y K ) sont canonique- 
ment egales. Comme les foncteurs canoniques de restriction F-D b smcoh (D^ /K ) -> F -D b smcoh (2)[ F x) /R ) et F-D h %mcoh (T> f Y/K )- 
F-D^ mmh (D Y / K ) sont des equivalences de categories, on en deduit qu'il en est de meme du foncteur restriction 

F-F > smcoh('£ > Y/K^ ~* ^"^surcoh^iYjfJ/A:)' 



De meme, le foncteur restriction F-D^ mhol (T> Y , R ) — > F-Z)k urhol (2)L x w Jf ) est une equivalence de categories. 



References 

[AbelO] T. Abe - « Explicit calculation of Frobenius isomorphisms and Poincare duality in the theory of arithmetic 
D-module», (2010).S1[T3] 

[Ber96a] P. BERTHELOT - « Cohomologie rigide et cohomologie rigide a support propre. Premiere partie », Prepu- 
blication IRMAR 96-03, Universite de Rennes, 1996. |9] 

[Ber96b] — , « -modules arithmetiques. I. Operateurs differentiels de niveau fini », Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 29 
(1996), no. 2, p. 1 85-272. S 

[Ber02] — , « Introduction a la theorie arithmetique des ©-modules », Asterisque (2002), no. 279, p. 1-80, Coho- 
mologies p-adiques et applications arithmetiques, II. [3] 

[Car07] D . C ARO - « Overconvergent F-isocrystals and differential overcoherence », Invent. Math. 170 (2007), no. 3, 
p. 507-539.(3] 

[Car09] — , « D-modules arithmetiques surholonomes », Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 42 (2009), no. 1, p. 141— 
192. [U[3] 

[Carl 1] — , « Sur la preservation de la surconvergence par l'image directe d'un morphisme propre et lisse », ArXiv 
Mathematics e-prints (201 1). |5]|6] 

[Carl2] — , « Sur la stabilite par produits tensoriels des F -complexes de D-modules arithmetiques », (2012). [3]|5] 

[CT12] D. Caro et N. TSUZUKI - « Overholonomicity of overconvergent F-isocrystals over smooth varieties », 
Annals of Math. (2012). Q] 

[KS06] M. KASHIWARA et P. Schapira - Categories and sheaves, Grundlehren der Mathematischen Wissen- 
schaften [Fundamental Principles of Mathematical Sciences], vol. 332, Springer- Verlag, Berlin, 2006. [10] 

HUE] 



16 



[LS07] B . Le Stum - Rigid cohomology, Cambridge Tracts in Mathematics, vol. 172, Cambridge University Press, 
Cambridge, 2007. EH 

[RG71] M. RAYNAUD et L. GRUSON - « Criteres de platitude et de projectivite. Techniques de "platification" d'un 
module », Invent. Math. 13 (1971), p. 1-89. [9J [JOj HU H3] 

[VirOO] A. VlRRlON - « Dualite locale et holonomie pour les D-modules arithmetiques », Bull. Soc. Math. France 
128 (2000), no. l,p. 1-68. [3] 

Daniel Caro 

Laboratoire de Mathematiques Nicolas Oresme 
Universite de Caen Campus 2 
14032 Caen Cedex 
France. 

email : daniel.caro@unicaen.fr 



17 



